
１．序　　論

「AさんとBさんの服装は似ている」，「C町

とD町は雰囲気が異なる」といった表現に例示

されるように，人は二つの対象（刺激）間の類

似・非類似を知覚し，それに言及することが多

い。こうした類似性について，「個々の刺激が

有する諸特徴（属性）の中で，どのような特徴

が，刺激間の類似性に深く関与しているか」と

いった問いが，しばしば興味の対象となる。こ

こで，関与の程度をウェイトと言い換えれば，

上記の問いは，「刺激間の類似性に対して，刺

激の諸特徴がどの程度のウェイトを持つか」と

言い換えられ，ウェイトと類似性を関係づける

ものとして，特徴ウェイトモデルと総称できる

モデルの群がある。

こうした特徴ウェイトモデルの中で最も簡潔

なものは共通特徴モデルである。共通特徴モデ

ルでは，刺激 iの特徴集合をOiで表すと，刺激

i , j間の類似性が，O iとO jの共通集合の関数

f(Oi∩Oj)によって表せると仮定する。ここで，

関数 fは，集合内の特徴のウェイトを合計する

ものである（例えば，Shepard & Arabie, 1979）。

例えば，人物 iおよび人物 jの性格（特徴）の集

合をそれぞれOi ={内向的,神経質,努力家}および

Oj ={神経質,努力家,知的,社交的}とすると，両

者の性格の類似性は，O i∩O j ={神経質，努力

家}の要素のウェイトの合計と考えるわけであ

る。この方法では，考えられる全ての特徴の集

合（特徴の全集合）をO={k|k = 1,2,…,m}とおい

た上で，特徴データ xikを，刺激 iが特徴 kを持

つときは xik =1，持たないときは xik = 0と定義し，

特徴 kにウェイトwkを対応させると，刺激 i,j

間の類似性は，φij=f(Oi∩Oj)=∑m
k=1wk min(xik,xjk)と

表せる。以上の共通特徴モデルとは反対に，刺
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激 i , j 間の示差特徴集合 ( O i − O j ) ∪ ( O i −

Oj)=∑m
k=1wk|xik−xjk|を非類似性（つまり類似性の

小ささ）に対応させるモデルもある（例えば,

北條，1982）。さらに，特徴の共通集合と同時

に示差集合を考慮したものが，Tversky（1977）

のコントラストモデルである。足立（1998）は，

以上の諸モデルに基づき，類似性および特徴の

データから，特徴のウェイトを求める統計解析

法，すなわち，類似性データを従属変数，特徴

データを説明変数とした重回帰分析を提案して

いる。

さて，特徴ウェイトモデルでは，個々の特徴

のウェイトを考慮するが，特徴と特徴の間の関

係を考慮していないのが欠点といえる。例えば，

特徴データOi ={太った，色黒}およびOj ={丸顔，

スポーツマン風}によって記述される2人の人

物間の類似性は，両特徴集合間に文字通りの共

通特徴がないため，各特徴のウェイトがいかな

る値であっても，共通特徴モデルから導かれる

類似性が0，つまり，両者は全く似ていないこ

とになる。同様に，示差特徴モデルやコントラ

ストモデルでも，両者は非常に非類似であるこ

とが予測される。しかしながら，特徴「太った」

と「丸顔」，および，「色黒」と「スポーツマン

風」は類似するため，両者はむしろ似ているも

のと思われる。このように，特徴間関係を考慮

しない特徴ウェイトモデルでは低い類似性が予

測されるが，個々の特徴どうしが類似するため

に，似ていると判断される刺激対の例は他にも

数多くあろう。

そこで，本研究では，特徴どうしの類似性が

パラメータとして組み込まれた刺激間の類似性

のモデルを提案する。すなわち，刺激の対が互

いにもつ特徴間の類似性の高さに応じて，刺激

間の類似性も高くなるモデルを考える。提案す

るモデルには，幾つかの下位モデルに分かれる

が，特徴間類似性モデルと総称する。モデル構

成の後，モデルから予測される刺激間類似性と，

実際に観測される刺激間類似性の二乗誤差を最

小にするパラメータを求めるための，アルゴリ

ズムを考えることが研究の第2の目的となる。

提案したアルゴリズムのデータへの適用，およ

び，モデルとアルゴリズムの数理的性質の考察

も行う。

２．単純総和モデル

計m個の特徴のそれぞれをkまたは lで表し，
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図１．特徴間類似性モデル（○は特徴がないこと，●の数は特徴量を表す）

(A)二値特徴データ (B)数量的特徴データ
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特徴 kと特徴 lの間の類似性を表すパラメータ

を rklと表記する。ただし，特徴間類似性は対称，

すなわち

rkl = rlk (k = 1,…,m; l = 1,…,m) (1)

とする。全ての特徴対に関する特徴間類似性の

パラメータをまとめると，m次の対称行列

R = (2)

によって表せる。これらのパラメータから刺激

間のモデル類似性を定義する。定義法として最

も簡潔なものは，２つの刺激が有する特徴間の

類似性を加算するものである。この定義法を､

特徴の総数mを3として例示したのが図1であ

る。特徴データ xikが二値，つまり，特徴の有

無で記述される場合を想定し，例えば，刺激 i

が特徴１と特徴２を持ち，刺激 jが特徴２と特

徴３を持つケースを例示したのが，図の(A)で

ある。(A)に示すように，両刺激の所有特徴を

結び付ける結合を考え，各結合に対応する類似

性を足しあげた値 r12+r13+r22+r23をモデル類似性

とする。特徴データ xikが1,0以外の数量である

場合には，図の(B)に示すように，刺激 iは特徴

kを「xik個持っている」とみなした上で，この

個数に応じた分だけの結合を考え，結合に対応

する類似性の総和をモデル類似性とする。この

ことは，xikが整数に限らず，1.5や3.6といった

実数の場合一般に拡張できる。

以上の定義法を式で表すと，特徴が二値およ

び数量のいずれの場合も，モデル類似性は，

m m

φij = φ (xi,xj ; R) = ∑ ∑ rkl xik xjl = x'i Rxj (3)

と表現できる。これを特徴間類似性モデルと呼

ぶことにする。モデル類似性に加算定数 cを加

えた

ˆ
m  m

sij =  ∑ ∑ rkl xik xjl + c (4)

を予測類似性として，これとデータとの二乗誤

差の総和

m    m

η = ∑(sij − ŝij)
2
= ∑ sij −(∑ ∑ rkl xik xjl + c)  

2

(5)

を最小にするR=(rkl)を求めることが，特徴間類

似性モデルによる解析の目的になる。

この問題を解くため，幾つかの行列とベクト

ルを定義する。定義は幾分煩雑であるが，定義

を終えると解法はきわめて簡潔である。まず，

xik xjl (k = l)y ijkl ={ xik xjl + xik xjl  ≠ (k ≠ l) (6)

とした上で，刺激 i,jについて，全ての特徴対

の組み合わせに関する yijkl(k≤l)を並べた後に要

素1を加えた[m(m+1)/2+1]次元のデータ･ベク

トル

yij =[yij11,yij12,…,yij1m, yij22, yij23,…,yij2m,…,yi,j,m−1,m−1,

yi,j,m−1,m, yijmm,1]' (7)

を定義する。また，全ての特徴対の組み合わせ

に関する rkl(k≤l)を上記の yijの要素と同様に並

べた後に，加算定数 cを加えた[m(m+1)/2+1]次

元のパラメータ･ベクトル

r=[r11,r12,…,rlm,r22,r23,…,rm−1,m−1,rm−1,m,rmm,c]' (8)

（一連の特徴間類似性を，それらの対称性を考

慮して，行列Rでなく，一続きに並べた後に c

を加えたベクトル）を定義する。さらに，一連

の類似性データを要素とするN次元ベクトル s

の要素の並びに対応させて，各行に行ベクトル

yij'を配置したN×[m(m+1)/2+1]の行列をYと表

す。自己類似性を考慮しない場合には，

s =              ,     Y = (9)

となる。以上の表現のもとに，一連の予測類似

性 ŝij(4)を sと同様の順に並べたN次元ベクトル

は，

ŝ = Yr (10)

k=1 l=1

k=1 l=1

k=1(i,j)(i,j) (i,j) l=1

s12
s13
…

sn−1,n

y'12
y'13
…

y'n−1,n

r11 r12 … r1m
r12 r22 … r2m

r1m r2m … rmm

…… …



と表せる。従って，最小二乗基準(5)は，

φ(r) = ||s−Yr||
2

(11)

と表せる。これは線形重回帰分析の問題に他な

らず，rの最小二乗解は，

r̂ = (Y'Y )−1Y's (12)

で与えられる。つまり，一連のパラメータの最

小二乗解は解析的に求められる。

３．非負対角モデル

特徴間類似性モデル(3)における同じ特徴ど

うしの類似性パラメータ rkk(k=1,…,m)，つまり，

特徴の自己類似性の意味を考えてみよう。2つ

の刺激が共通して特徴 kを持つとすると，これ

らの刺激間のモデル類似性には rkkが加算され

ることになり，この点で特徴の自己類似性は，

特徴ウェイトモデルの共通特徴モデルにおける

ウェイトと同様の意味を持つと考えられる。こ

のように考えると，特徴の自己類似性 rkk(k=1,−
…,m)は0以上つまり非負であると仮定するの

が自然であるといえる。そこで，特徴間類似性

モデル(3)において，特徴の自己類似性パラメ

ータに非負制約

rkk ≥ 0 (k=1,…,m) (13)

を導入する。自己類似性パラメータは(2)の行

列Rの対角要素をなすので，上記の非負制約を

課したモデル(3)を特に非負対角モデルと呼ぶ

ことにする。この非負対角モデルの解法の提示

のために，次に幾つかの行列とベクトルを定義

する。ここでも定義は煩雑であるが，解法は比

較的簡潔である。

まず，非負制約を課す自己類似性パラメータ

と，無制約のその他の特徴間類似性パラメータ

に関するベクトルを別々に定義する。すなわち，

(8)のパラメータ･ベクトル rの要素を２つに分

けて，自己類似性に関するm次元ベクトル，お

よび，他の特徴間類似性に加算定数を加えた

[m(m−1)/2+1]次元ベクトルを，それぞれ，

rD = [r11,r22,…,rmm]' (14)

rO = [r12,r13,…,r1m,r23,r24,…,r2m,…,rm−1,m,c]' (15)

と表す。なお，rDおよび rOに含まれる特徴間

類似性パラメータはそれぞれ行列Rの対角要素

および非対角要素であるので，Diagonal（対角）

およびOff-diagonal（非対角）の頭文字を rD,rO

の添え字としている。これらのパラメータ･ベ

クトルと同様に，(7)に記す yijの要素を rDへの

対応部と rOへの対応部に分けて，それぞれ，

m次元および[m(m−1)/2+1]次元のベクトル

yij
(D) = [yij11, yij22,…,yijmm]' (16)

yij
(O) = [yij12, yij13,…, yij1m, yij23, yij24,…, yij2m,…, 

yi,j,m−1,m,1]' (17)

によって表す。さらに，行ベクトル(yij
(D))'およ

び(yij
(O))'を，sの要素の並びに対応させて各行に

配置したN×mの行列およびN×[m(m−1)/2+1]の

行列を，それぞれ，YDおよびYOと表す。自己

類似性を考慮しない場合には，

s =             ,  YD =               ,  YO = (18)

と表せる。以上の定義のもとに予測類似性ベク

トルは，

ŝ = YD rD + YO rO (19)

と表せるので，最小化すべき基準は，

η (rD|rO) = ||s −(YD rD + YOrO)||2 (20)

となる。これを最小にする rD, rOは一度に解析

的には得られないので，交互最小二乗法を用い

る。

まず，rDを一定としたときの基準η(rO|rD)を

最小にする rOは，

η (rO|rD) = ||(s −YD rD)−YOrO||2 (21)

と表せることから（線形重回帰分析に他なら

ず），

rO = (Y'O YO)−1 Y'O (s − YDrD) (22)

で与えられる。

rOが所与のときの rDの推定は，rDの各要素に

非負制約(13)があるため，個々の要素ごとに行
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う。すなわち rDからいずれか１つの要素 rKKを

除いた(m−1)次元ベクトルを rD
(KK)と表すと，rO,

rD
(KK)を一定としたときの基準η (rKK|rO, rD

(KK))を最
小にする rKKは，以下のようにして求められる。

まず，

bij
(KK) = sij − r'O yij

(O) − ∑ rkk yijkk (23)

とおくと，(5)より，最小化すべき基準は

η(rKK |rO, rD
(KK)) = ∑(bij

(KK)−rKK yijkk)
2

(24)

のように rKKの二次関数となり，無制約の解は，

dη(rKK |rO, rD
(KK))/drKK = 0より

r̃ KK = ∑bij
(KK) yijKK / ∑ y2ijKK (25)

で与えられる。従って，非負制約を課した解

は，

r̂ KK = { r̃ KK (r̃ KK ≥ 0)
(26)0 (r̃ KK < 0)

で与えられる。(26)によって r̂KKが得られれば，

rOの第K要素をこのに置き換える。以上のステ

ップをKを1からmまで変えて順次行う。

rDを適当な初期値に設定した上で，ここまで

記した rOおよび rDの推定を，収束したと判断

されるまで，交互に繰り返せばよい。

４．ウェイトつきモデル

特徴の自己類似性がウェイトに対応するとい

う観点のもとに，前項の非負対角モデルでは自

己類似性パラメータに非負制約を課したが，こ

のアプローチは，特徴のウェイトと特徴間類似

性を分離していない点で，両者を同時に考慮す

る目的に照らせば部分的解決に過ぎない。すな

わち，ウェイトを各特徴に付与される顕著性で

あると考えると，こうしたウェイトと特徴間関

係である類似性とを区別して考える方が自然で

あるといえよう。そこで，特徴 kのウェイトを

wk(k=1,…,m)で表した上で，wkと同時に特徴 k

と他の特徴 lの類似性 rklも考慮するモデルを考

え，これをウェイトつき特徴間類似性モデルと

呼ぶことにする。このモデルでは，刺激 i,jの

対の特徴 kと lの結合の強さは，前項までのモ

デルで考慮した rkl xk xlに，さらに，各特徴のウ

ェイトwkとwlを乗じたものに等しいと仮定す

る。これを xikが二値の場合について例示した

のが図２である。この図では，刺激 i,jがそれ

ぞれ特徴１および２を有するが，両特徴間の類

似性 r12に，各特徴のウェイトw1, w2を乗じたも

のが結合の強さになることを示している。そし

て，こうした結合の強さの合計が刺激間類似性

に等しいと考える。

以上のウェイトつき特徴間類似性モデルを式

で表現すると，

m  m

φij = ∑ ∑ wk wl rkl xik xjl (27)

と表せる。ただし，ウェイトは非負

wk ≥ 0 (k=1,…,m) (28)

とする。また，ウェイト･パラメータと類似性

パラメータの分離した推定を可能にするため，

全ての特徴の自己類似性について

rkk = 1 (k=1,…,m) (29)

と制約する。(14),(15)に定義する特徴間類似性

のベクトル rDおよび rOに基づくと，この制約

は rDの要素は全て1と固定することであり，rO

k=1 l=1

k≠K
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図２　ウェイトつき特徴間類似性モデル
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およびw1,…,wmが推定対象となる。(29)を考慮

し(6)で定義する yijklを用いると，モデル類似性

(3)は，

m

φij = ∑ wk wl rkl yijkl + ∑ wk
2 yijkk (27)

と書き換えられる。これに加算定数 cを加えた

ものを予測類似性 ŝij = φij + cとして，二乗誤差

の総和

m

η=∑(sij − ŝij)
2
= ∑ sij −(∑wk wl rkl yijkl+∑wk

2 yijkk+c)
2

(28)

を最小にすることが解析の目的となる。すなわ

ち，(15)で定義した r Oと一連のウェイト w

=[w1,…,wm]'の最小二乗解を求めることが目的

となるが，このために交互最小二乗法を用い

る。

まず，一連のウェイトwを一定にしたときの

基準η(rO|w)を最小にする rOは，以下のように

して解析的に求められる。まず，互いに異なる

２つの特徴のウェイトの積w1w2, w1w3, …, w1wm,

w2w3, w2w4, …, w2wm, …, wm−1wmを対角要素に配

置した後に，最後の対角要素を1とした[m(m−

1)/2+1]次の対角行列を

Dww = (29)

と表し，また，各特徴のウェイトの二乗を要素

とするm次元ベクトルを

w(2) = [w12, w22, …, wm
2]' (30)

と表記すると，(18)に示す行列YOおよびYDを

用いて，一連の予測類似性を並べたベクトル

は，

ŝ = YO Dww rO + YD w(2) (31)

と表せる。しかるに，最小化すべき基準は，

η(rO|w) = ||(s − YD w(2)) − YO Dww rO||2 (32)

と表せ(これも線形重回帰分析の問題であり)，

求める解は，

r̂O = (Dww Y 'O YO Dww)−1 Dww Y 'O (s −YDw(2)) (33)

で与えられる。

次に，rOを一定としたときのwの推定は非負

制約(28)があるので，ウェイトwk(k =1, …, m)

の1つずつについて推定を繰り返す。すなわち，

rO，および，wから1つの要素wKを除いた(m−

1)次元ベクトルw (K)を一定にしたときの基準

η(wK | rO, w(K))を最小にするwKを求めるステッ

プを，Kを1からmまで順次変えながら繰り返

す。このために，基準を

η(wK | rO, w(K))=∑ sij −∑ wk wl rkl yijkl −∑wk
2 yijkk − c

= ∑ sij−∑ wk wl rkl yijkl −∑ wK wk rkK yijkK −∑ wK wl rKl

yijkl −wK
2 yijKK −∑wK

2 yijkk − c = ∑(dij
(K)−qij

(K)wK − 

yijKK wK
2)
2

(34)

と表現する。ここで，

dij
(K)= sij −   ∑ wk wl rkl yijkl − ∑ wk

2 yijkk − c (35)

qij
(K) = ∑ wk rkK yijkK + ∑ wl rKl yijKl (36)

である。(34)はwKの四次関数であり，これを

展開すると，

η(wK | rO, w(K))= b1wK
4 +b2wK

3 + b3wK
2+b4wK +∑ dij

(K)2

(37)

と表せる。ここで，各係数は次のとおりであ

る。

b1 = ∑ y2ijKK,   b2 = 2∑ qij
(K)yijKK,

b3 = ∑ (qijR
(K)2− 2dij

(K)yijKK),  b4 = −2∑dij
(K)qij

(K). (38)

一般に，(34)の四次関数は，１つの極小値を

持つ場合と，２つの極小値を持つ場合に分けら

れる。前者の場合に１つの極小値を w̃Kで表す

と，非負制約のもとでの解は，

(i, j) k,l>k

m

k=1

(i, j) k,l>k
k≠K,l≠K

k<K l>K

(i,j)k≠K

k≠Kk,l>k
k≠K,l≠K

k>K l>K

(i,j)

(i,j) (i,j)

(i,j)(i,j)

k,l>k k=1

(i, j) (i, j) k,l>k k=1

w1w2 0 0 … 0
0 w1w3 0 … 0
0 0 0 …
… … 0 wm−1wm 0
0 0 … 0 1

…



ŵK = { w̃K (w̃K ≥ 0)
(39)0 (w̃K < 0)

で与えられる。後者の場合に２つの極小値を

w̃K
(1)

, w̃K
(2)
で表し，w̃K

(1)
< w̃K

(2)
とすると幾つかのケース

が考えられ，非負制約のもとでの解は，

0 (w̃K
(2)

≤0)

0 (w̃K
(1)

≤0<w̃K
(2)
かつη(0 | rO, w(K))≤η(w̃K

(2)
| rO, w(K)))

ŵK = w̃K
(2)

(w̃K
(1)

≤0<w̃K
(2)
かつη(0 | rO, w(K))>η(w̃K

(2)
| rO, w(K)))

w̃K
(2)

(w̃K
(1)

>0かつη(w̃K
(2)

| rO, w(K))≤η(w̃K
(1)

| rO, w(K)))

w̃K
(1)

(上記以外）

(40)

で与えられる。さて，上記の極小値あるいは

w̃K
(1)

, w̃K
(2)
は，(37)をwKで微分したものを０とお

いて得られる三次方程式

dη(wK|rO,w(K))=4b1wK
3+3b2wK

2 + 2b3wK + b4= 0 (41)
dwK

を解くことによって得られる。この解はカルダ

ノ（Cardano）の方法（例えば，森，1990）に

よって求められる２）。

wの初期値を適当な値に設定した上で，ここ

まで記した rOおよびwの推定を収束したと判

断されるまで，交互に繰り返せばよい。

５．モデル間の関係

ここまで特徴間類似性モデルとして，単純総

和モデル(3)，これに制約(13)を課した非負対角

モデル，そして，ウェイトつきモデル(27)を考

案したが，これらのモデルはある種の条件のも

とで同等になる。まず，単純総和モデルにおけ

る特徴間の自己類似性が全て非負である場合に

は，これと非負対角モデルが同等になることは

自明である。さらに，単純総和モデルの自己特

徴類似性が全て正であるとき，これとウェイト

つきモデルが同等になる。このことは，次のよ

うに，各モデルを行列表現すると容易に示すこ

とができる。

全ての刺激対に関するモデル類似性をまとめ

て，n次の対称行列

ΦΦ = (42)

で表すと，特徴間類似性の単純総和モデルは

ΦΦ = XRX' (43)

と表せる。ここで，Xは xijを要素とする n(刺

激)×m(特徴)のデータ行列で，Rは(2)で定義

した特徴間類似性行列である。一方，ウェイト

つきモデルは，

ΦΦ = XDw R1Dw X' (44)

と表せる。ここで，

Dw =         ,  R 1= (45)

である。

さて，特徴の自己類似性つまりRの対角要素

rkk(k=1,…,m)が全て正であるとき，rkkの平方根

を対角要素とする対角行列DR
1/2およびその逆行

列DR
−1/2，

DR
1/2=                        ,  DR

−1/2 = (46)

が定義できる。もちろん，両行列の積DR
1/2DR

−1/2

およびDR
−1/2DR

1/2はともに単位行列 Imに等しいの

で，

R = DR
1/2DR

−1/2RDR
−1/2DR

1/2 (47)

と表せる。ここで，右辺の真ん中の(DR
−1/2RDR

−1/2)

の対角要素が全て１となることは容易に確認で

きる。さらに，DR
1/2の対角要素は全て正である

ので，

R1 = DR
−1/2RDR

−1/2 ,      Dw = DR
1/2 (48)

とおくことができる。すなわち，Rの対角要素

が全て正であれば，

R = Dw R1Dw (49)

のように，RをDw(ウェイト)とR1(全対角要素

が１の特徴間類似性行列)に分解でき，単純総

和モデルおよび非負対角モデルとウェイトつき
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φ11 φ12 … φ1n
φ12 φ22 … φ2n

φ1n φ2n … φnn

. . .… …

w1 0 … 0
0 w2 0

0 0
0 … 0 wm

1 r12 … r1m
r12 1 … r2m

r1mr2m … 1

. . 
.

. . 
.…

…

r111/2 0 … 0
0 r221/2 0

0 0
0 … 0 rnn

1/2

. . 
. …

…

r11−1/20 … 0
0 r22−1/20

0 0
0 … 0 rnn

−1/2

. . 
. …

…
… … …



モデルは同等になる。

上記の性質より，単純総和モデルによる解析

の結果，自己類似性つまりRの対角要素の推定

値が全て正であれば，非負対角モデルはもちろ

ん，ウェイトつきモデルの解析も改めて行う必

要はなく，(48)によって特徴のウェイトと特徴

間類似性パラメータが得られる。

ここで注意すべきことは，３つのモデルが同

等になるのが，上記のケース（Rの全対角要素

が正のとき）だけに限られないことである。例

えば，m = 3として，

R=                , Dw=                , R1 = (50)

のとき，R = Dw R1Dwつまり単純総和，非負対

角およびウェイトつきモデルは同等になる（こ

の場合にはR1は一意に定まらず，上記以外の

行列でも等号が成り立つ）。このように他にも

同等関係が成り立つ条件はある。ただし，行列

(DwR1Dw)の対角要素はwi
2(i = 1,…,m)であるの

で，少なくともRの対角要素が全て非負でなけ

れば，上記の同等関係が得られないことは明ら

かである。さらに，このRの対角要素の非負条

件から，３つの特徴間類似性モデルについて次

の階層関係が導ける。まず，上述したように，

単純総和モデル(43)において，Rの対角要素が

非負であれば非負対角モデルと同等になり，非

負対角モデルの中でも特に対角要素が全て正の

場合や(50)に例示するような場合のときに，ウ

ェイトつきモデルが導かれる。このことから，

最も拘束の強い（パラメータの存在範囲が狭い）

モデルがウェイトつきモデルであるのに対し

て，単純総和モデルは最も拘束が弱く，非負対

角モデルは両モデルの中間に位置するといえ

る。

６．平均モデル

前項まで述べてきた一連の特徴間類似性モデ

ルに共通する点は，図１および図２に示すよう

に特徴間の結合度を合計する点である。こうし

た合計によるモデルは，特徴ウェイトモデルに

おける素データ・モデルと同様に，刺激が有す

る特徴数の影響を受けるといえる。例えば，

xikが二値つまり特徴が存在の有無によって定義

される場合，それぞれ２個および３個の特徴を

持つ２つの刺激間のモデル類似性は計６回の加

算に基づくが，５個および６個の特徴を持つ２

つの刺激間のモデル類似性は計30回の加算に

基づく。こうした加算回数つまり刺激が有する

特徴数がモデル類似性に影響することが望まし

くないという考えに立てば，何らかの方法で，

特徴数の影響を除去する必要があろう。こうし

た影響を除去するため，結合の合計ではなく平

均を利用し，単純総和モデル(3)の右辺を xi.=

∑
m
k=1 xikと xj.=∑

m
k=1 xjkの積つまり加算回数で除して，

φij = 1 ∑ ∑ rkl xik xjl = ∑ ∑ rkl zik zjl (51)xi. xj.

とするモデルが考えられる。ここで，

zik = 1 ∑ xik (52)
xi.

である。すなわち，ここまでの特徴間類似性モ

デルの一連の xikを zikに換えるわけである。(51)

に加算定数 cを加えると，予測類似性は

ŝij = ∑ ∑ rkl zik zjl + c (53)

と表される。以上のモデルを特徴間類似性の平

均モデルと呼び，前項までの一連のモデルを合

計モデルと呼んで区別する。

さて，平均モデルは，パラメータが一意に定

まらないという性質を持つ。すなわち，全ての

特徴間類似性パラメータに一定の定数を加えて

も，加算定数からこの定数を減じれば予測類似

性(52)は不変である。この性質は次のようにし
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て示される。任意の定数λを用いて

r*
kl = rkl + λ (k =1,…,m; l =1,…,m),  c*= c−λ (54)

とおき，これらを新たにパラメータとすると，

ŝ*
ij = ∑ ∑ zik zjl r*

kl + c* = ∑ ∑ zik zjl rkl + λ ∑ ∑ zik zjl

+ c − λ (55)

となるが，ここで，

∑ ∑ zik zjl = 1 ∑ ∑ xik xjl =   1 ∑ xik ∑ xjl =1 (56)xi. xj. xi. xj.

より，

ŝ*
ij = ∑ ∑ zik zjl rkl + λ + c − λ = ŝij (57)

となり，予測類似性は不変である。

以上の性質より，単純総和モデルと非負対角

モデルおよびウェイトつきモデルの区別が意味

をなさないと言えよう。すなわち，単純総和モ

デルで推定された特徴の自己類似性の中に負の

ものがあっても，十分に大きな定数１を加えれ

ば（加算定数から１を減じることによって），

予測類似性を変えることなく自己類似性を非負

にでき，単純総和モデルを非負対角モデルに変

えることができる。同様にして，自己類似性を

正にして，前項に記したように，ウェイトつき

モデルが導ける。

平均モデルをそのまま利用して何らかの方法

で最小二乗解を求めても，上記のように，それ

らに定数を加えたものも同様に最小二乗解であ

るので，解析結果の明瞭な解釈ができない。こ

うした平均モデルにおけるパラメータの不定性

は，一連のパラメータの中のいずれか１つを一

定の数値に固定することによって除去できる。

ここで，どのパラメータを固定するかが問題と

なるが，加算定数を固定するのが１つの方法で

あろう。例えば，c = s̄（類似性データの平均値）

として，予測類似性を

ŝij = φ ij + s̄ (58)

とする方法が考えられる。これに基づく最小二

乗基準は，s*
ij = sij − s̄とおくと，

η =   ∑ (s*
ij − φij )2 (59)

と表せ，平均からの偏差値に変換された類似性

データ s*
ijにモデル類似性φij を対応させるアプロ

ーチといえる。ここで，s*
ijが０を中心に負から

正の値をとることから，「s*
ijは，類似・非類似

のいずれでもない中庸を表す０を境に，負の値

はむしろ非類似，正の値はむしろ類似を表す」

と意味付ければ，こうしたデータから推定され

る rklにも同様の意味付けを与えられることが期

待でき，解釈が促されることもありえよう。た

だし，s*
ij =0が必ずしも中庸を表している根拠は

なく，上記のことはあくまで期待である。

平均モデルのもとで(59)を最小にするパラメ

ータの推定には，２～４項に述べた方法に若干

の修正を加えれば，本質的に同じ方法が利用で

きる。修正点の１つは，類似性データ sijおよび

特徴データ xikをそれぞれ s*
ijおよび zikに置き換

えることである。もう１つの修正点は一連の式

の定義から加算定数 cおよび cに対応する部分

を除くことである。以上の置換および削除を行

えば，ここまでと同じアルゴリズムで最小二乗

解が得られる。

７．数値例

71種の文献（刺激）間の類似性および特徴

データ（足立・田中，1995）に，一連の特徴間

類似性モデルを適用し，最小二乗解を求めた。

ここで，特徴データは，各文献の13種のキー

ワード（特徴；表２参照）３）を１か０で表す２

値変数である。平均モデルを適用する際には，

前節に記したように，加算定数を類似性データ

の平均値に固定した。

一連の類似性データ sijが，互いに独立に，平

均が ŝij，分散が未知の定数σ2である正規分布に

従うと仮定して，解析結果の各モデルの

Akaike（1974）の情報量規準（AIC）を求めた。
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その結果を表１に示す。合計モデルでは，単純

総和および非負対角モデルともに，特徴間類似

性パラメータm(m+1)/2個と加算定数および分

散が推定対象となり，AICの算出に必要となる

有効パラメータ数は，

ϕ = m(m+1) + 2 (60)
2

となる。ウェイトつきモデルについても，

m(m−1)/2個の特徴間類似性，m個のウェイト，

加算定数および分散がパラメータとなり，有効

パラメータ数は(60)に等しくなる。平均モデル

では加算定数を事前に固定するので，有効パラ

メータ数は(60)より１つだけ少ない。なお，合

計および平均モデルのそれぞれについて，単純

総和，非負対角およびウェイトつきモデルの有

効パラメータ数が等しいのに対して，パラメー

タの存在範囲が上記の順で狭くなっていく。従

って，各モデルのAICの値には常に，「単純総

和モデルのAIC≤非負対角モデルのAIC≤ウェイ

トつきモデルのAIC」の関係が成り立つ。

表１から，合計モデルより平均モデルの方が

妥当性が高く，刺激の特徴数の影響を抑えるこ

との有効性が窺われる。同じデータに，特徴ウ

ェイトモデルに基づく足立（1998）の回帰分析

を適用すると，共通特徴，示差特徴，および，

コントラストモデルの A I Cは，それぞれ，

2801.4(ϕ=15)，2808.8(ϕ=15)，2631.5(ϕ=16)であ

った。これらより，特徴間類似性のいずれのモ

デルのAICも遥かに値が小さい。このことから，

特徴間類似性を考慮することの重要性がわか

る。

平均モデルの中でも，単純総和モデルの解析

結果では，特徴間の自己類似性に負の推定値が

見られたので，これに非負制約を課した非負対

角モデルのパラメータの推定値を表2に示す。

表2で正の高い値を示す特徴どうしは互いに似

ており，また，負の値を示す特徴どうしは，む

しろ非類似の関係にあると見なされる。表を見

渡すと比較的大きい値が散見され，例えば，特

徴「EMアルゴリズム」を取り上げると自己類

似性「3.63」よりも，他の特徴「潜在クラスモ

デル」との類似性の方が高い値「5.08」を示し

ている。こうした点からも，特徴間類似性が刺

激間類似性に大きな影響を与えることが窺われ

る。

８．考　察

本研究の目的は，１）特徴間関係が刺激間の

類似性に及ぼす効果を考慮して，特徴間類似性

をパラメータとしたモデルを考案すること，お

よび，２）データからモデルのパラメータを推

定するためのアルゴリズムを考案することであ

った。１）については，３種の特徴間類似性モ

デルを考えた。すなわち，パラメータの単純加

算によって類似性を表現する単純総和モデル，

特徴の自己類似性のパラメータを０以上に制約

する非負対角モデル，および，各特徴のウェイ

トを考慮した特徴ウェイトモデルを提案した。

これらのモデルは相互に関連し，５節で論じた

ように，単純総和モデル，非負対角モデル，特

徴ウェイトモデルの順にパラメータへの拘束が

強くなるいという階層関係がある。２）につい

ては，各モデルについて，最小二乗法によって
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表１．特徴間類似性モデルのAIC（括弧内は有効パラメータ数）

モデル
合　計 (ϕ=93) 平　均 (ϕ=92)

単純総和 非負対角 ウェイトつき 単純総和 非負対角 ウェイトつき

AIC 2048.5 2048.5 2048.5 1911.0 1911.1 1921.7



パラメータの推定値を求めるアルゴリズムを考

案した。特徴間類似性モデルは，特徴ウェイト

モデルに比べて，特徴と特徴の間に定義される

類似性を考慮する分だけ推定すべきパラメータ

数は多くなるが，アルゴリズムはさほど複雑な

ものではない。すなわち，無制約の単純総和モ

デルのパラメータは解析的に求めることがで

き，また，非負対角モデルや特徴ウェイトモデ

ルのアルゴリズムは反復計算に基づくものの，

反復の各ステップの演算は比較的簡潔であり，

実用に耐えうるものと考えられる。数値例では，

特徴間類似性モデルが特徴ウェイトモデルより

高い適合度を示し，特徴間関係を考慮すること

の必要性が示唆されたといえる。

特徴間類似性の平均モデルについては，パラ

メータの不定性を除去するため，加算定数を類

似性データの平均値に固定する方法を取り上

げ，適用例でもこの方法を用いた。しかしなが

ら，この方法は一例に過ぎず，他に合理的な数

値があれば，加算定数をそれに等しいと固定す

ることも考えられる。さらに，そもそも不定性

を除去せずに，全てのパラメータを未知として

解析を行うことも可能である。この場合，解析

結果の一義的な解釈は難しいが，xikを zikに換え

さえすれば，３および４項に記したアルゴリズ

ムをそのまま利用して最小二乗解の１つを求め

ることができる。ただし，２項に記す単純総和

モデルの解法は逆行列を要するものであるが，

平均モデルではこの逆行列が定義できず，(12)

式では解が得られない。以下に，単純総和の平

均モデルで全パラメータを未知とした場合の解

法を補足しておく。

まず，(6)の xikを zikに換えて，

ỹijkl = { zik zjl (k = l) (61)zik zjl + zil zjk (k ≠ l)

と定義し直せば，最小二乗基準を導くまでの議

論は 3 . 5 . 1 項と同じである。すなわち，

[m(m+1)/2+1]次元のデータ･ベクトル ỹij=[ỹij11,

ỹij12,…, ỹij1m, ỹij22, ỹij23,…, ỹij2m,……, yij,m,m−1, ỹijmm,1]'

を，類似性データ・ベクトル sの要素の並びに

対応させて，各行に配置したN×[m(m+1)/2+1]

の行列を Ỹとおけば，予測類似性ベクトルは s
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表２．非負対角（平均）モデルにおけるパラメータの推定値（R̂）

特　徴 数量化 MDS
クラス 類似 因子 共分散

IRT
潜在 最小

最尤法
ベイズ

EM
質的

ター 性 分析 構造 クラス 二乗法 法 データ

数量化法 14.80 3.88 −3.97 0.82 −2.07 −5.01 −0.49 −5.47 −1.58 −3.41 −5.94 −3.62 0.37

多次元尺度法 (MDS) 3.88 9.82 1.62 3.01 −4.09 −6.12 −2.50 −1.36 −0.02 −0.98 −4.76 −3.30 −0.48

クラスター分析 −3.97 1.62 11.62 −1.63 −5.51 −2.54 −4.47 −1.01 −4.07 −3.06 −3.72 −1.07 −3.82

類似性 0.82 3.01 −1.63 3.70 −0.02 −2.85 −4.96 −3.02 0.80 −0.92 −1.42 −1.90 −0.86

因子分析 −2.07 −4.09 −5.51 −0.02 9.63 −2.03 −2.66 −1.79 2.54 0.09 1.66 −0.66 0.27

共分散構造分析 −5.01 −6.12 −2.54 −2.85 −2.03 16.56 1.67 4.55 −0.92 1.55 1.98 4.51 −1.57

項目反応理論 (IRT) −0.49 −2.50 −4.47 −4.96 −2.66 1.67 11.04 4.92 −2.27 −0.12 3.99 2.55 −0.20

潜在クラスモデル −5.47 −1.36 −1.01 −3.02 −1.79 4.55 4.92 1.41 −1.85 1.84 2.63 5.08 1.73

最小二乗法 −1.58 −0.02 −4.07 0.80 2.54 −0.92 −2.27 −1.85 0.71 −0.27 −1.49 −1.72 0.88

最尤法 −3.41 −0.98 −3.06 −0.92 0.09 1.55 −0.12 1.84 −0.27 2.87 2.32 2.71 0.81

ベイズ法 −5.94 −4.76 −3.72 −1.42 1.66 1.98 3.99 2.63 −1.49 2.32 7.94 3.65 −0.18

EMアルゴリズム −3.62 −3.30 −1.07 −1.90 −0.66 4.51 2.55 5.08 −1.72 2.71 3.65 3.63 0.07

質的データ 0.37 −0.48 −3.82 −0.86 0.27 −1.57 −0.20 1.73 0.88 0.81 −0.18 0.07 0.00



= Ỹ rと表せる。ここで r=[r11, r12,…, r1m, r22,

r23,…, r2m,…, rm−1,m−1, rm−1, rmm, c]'である。従って，

最小二乗基準は

φ(r) = ||s − Ỹr ||
2

(62)

と表せる。ここで，Ỹ の階数が[m(m+1)/2+1]

未満であることに注意しなければならない。す

なわち，各行の最終列の要素を除く総和は，

m m m m

∑ ỹijkl = ∑ ∑ zik zil = ∑ zik ∑ zjl = 1 (63)

となって最終列の１に等しくなり，Ỹの一連の

列ベクトルは一次独立ではなく，Ỹ 'Ỹは特異行

列となり，逆行列が定義できないため，Ỹ 'Ỹの

ムーアペンローズ逆行列(Ỹ 'Ỹ )
+
を利用しなけれ

ばならない（例えば，足立，2001）。すなわち，

(62)の最小二乗解は

r̂ =(Ỹ 'Ỹ)
+
Ỹ 's + [IM+1− (Ỹ 'Ỹ)

+
Ỹ 'Ỹ]b (64)

で与えられる。ここで，M=m(m+1)/2，bは

(M+1)次の任意のベクトルであり，解は複数個

ある。ただし，Ỹ の階数が（M+1ではないが）

Mであるとして，１を任意の定数とすると，

(64)の右辺の第２項は，

[IM+1− (Ỹ 'Ỹ)
+
Ỹ 'Ỹ]b = λ[1M] (65)

−1

となることが証明される4,5。従って，

r̃  =(Ỹ 'Ỹ)
+
Ỹ 's (66)

とおいた上で(65)を利用すると，最小二乗解

(64)は

r̂ =r̃ + λ[1M] (67)
−1

と表せる。

さて，上記の最小二乗解の含意をみるため，

r̂および r̃ の要素をそれぞれ r̂kl, ĉ，および，r̃kl,

c̃と表すと，(67)は，

r̂kl = r̃kl + λ (k,l =1,…,m; k ≤ l),   ĉ = c̃ − λ (68)

と表せ，(54)と同等の表現が得られる。すなわ

ち，最小二乗解の1つは(66)で与えられるが，

(68)によって変換したものも解となるわけであ

る。ここで特徴間類似性パラメータに着目する

と，ここまで繰り返したように，一意には定ま

らないが，その差は一意的に定まるといえる。

すなわち，２種の特徴の対(k,l)および(K,L)に

関して，上記の議論より，

r̂kl − r̂KL = (r̃ kl +λ)−(r̃KL +λ)= r̃ kl − r̃KL (69)

となり，パラメータの差については一定に保た

れる。例えば，r̂kl=1, r̂KL=−2という推定値が得

られたとすると，この1や−2という数値そのも

のは意味を持たないが，両者の差をとり，rklは

rKLより3だけ類似性が大きいということができ

る。すなわち，上記の特徴間類似性パラメータ

の推定値は，比率尺度ではなく，間隔尺度上の

値であるといえよう。

特徴間類似性モデルの短所は，各特徴間の類

似性パラメータの合計に基づくため，数多くの

未知パラメータを持つことであろう。一般に，

データ数に比較してパラメータが過多である

と，その推定精度が劣化するといえる。さらに，

パラメータ数の過多のため，明瞭な解析結果の

解釈ができない点も短所である。すなわち，表

２のように，特徴間類似性パラメータの推定値

がm(特徴)×m(特徴)のクロス表(行列)で表現

され，こうした表から特徴間関係を把握するこ

とは容易ではない。こうした短所を改善するた

めには，例えば，特徴を点やベクトルによって

表すといった，特徴間類似性モデルに空間的な

構造を導入することが，一つの方策であると考

えられる。

注
２）一般に三次方程式の解は以下のようになる（こ

こで用いる記号は本文中の記号と無関係であ

る）。x3+ ax2+ bx + c = 0において，x = y − a/3と

おくと y3 + py + q = 0となる。ここで，p = b −

a2, q = 2a
3

− ab + cである。ω = −1+i 3, ω2= −1−i 3

（iは虚数単位）とおくと，y3+ py + q = 0を満たすy

は，m + n, ωm + ω2nおよびω2m + ωnで与えられる。

ここで，m=                          , n=                         である。
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３）キーワードの意味の理解には，例えば，柳井

（1994）や繁桝（1995）などが参考になる。

４）[1M]は第1,2,…,M要素が全て1で，第M+1要素

が−1の(M+1)次元ベクトルである。

５）一般に，Aがa次の対称べき等行列でありAB =

0の場合に，もし，rankA + rankB = aであれば，

A = Ia−BB
+
になる(Magnus & Neudecker,1988,

p35, theorem 9)。この定理を利用すればよい。

すなわち，(Ỹ 'Ỹ )
+
(Ỹ 'Ỹ )はM+1次の対称べき等

行列であり，(63)より(Ỹ 'Ỹ )
+
(Ỹ 'Ỹ )[1M]=0であ

る。さらに，rank(Ỹ 'Ỹ )
+
(Ỹ 'Ỹ )+rank[1M]=M+1

より，(Ỹ 'Ỹ )
+
(Ỹ 'Ỹ )=IM+1−[1M][1M]+

となる。こ

こで，[1M]+
= 

M+1 [1'M,−1]となることは容易に

確認できる。しかるに，[IM−(Ỹ 'Ỹ )
+
(Ỹ 'Ỹ )]b=

M+1 [1M] [1'M,−1]bより，λ =[1'M,−1]b/(M+1)と

おけば(65)が与えられる。
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